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1. Apresentacao

O curso propde uma introdugdo rigorosa e abrangente a teoria moderna da probabilidade, tendo a teoria de martingais
em tempo discreto como principio organizador. A construcio parte dos fundamentos de probabilidade em espacos de
medida, desenvolve a esperanca condicional e conduz aos teoremas de parada e convergéncia de Doob, aos
teoremas-limite cldssicos e a desigualdades de concentrag@o. O objetivo € estabelecer uma base conceitual sdlida para
estudos posteriores em processos estocasticos, andlise estocdstica, estatistica matematica e areas afins.

2. Puablico e pré-requisitos

Trata-se de um curso de pés-graduacdo em Matemadtica. O publico principal é formado por alunos de mestrado e
doutorado. Alunos avangados de graduagcdo poderdo acompanhar o curso desde que tenham cursado Andlise Real e
demonstrem maturidade matemadtica, em particular familiaridade com argumentos de convergéncia e com a elaboragdo
de demonstracdes. Nao se pressupde um curso anterior de teoria da medida ou de processos estocdsticos.

3. Objetivos

1. Formular a teoria da probabilidade em espacos de medida e consolidar os teoremas de integracio e convergéncia
empregados em probabilidade.

2. Definir e interpretar a esperanca condicional, incluindo sua caracterizagdo como proje¢do em L

3. Desenvolver a teoria de martingais, incluindo transformadas previsiveis, decomposicdo de Doob, tempos de parada e
parada opcional.

4. Demonstrar os teoremas de convergéncia de Doob e estudar martingais em LP, integrabilidade uniforme e martingais
fechados.

5. Obter leis dos grandes nimeros e teoremas-limite por métodos de martingais e funcdes caracteristicas.

6. Introduzir desigualdades de concentracdo e aplicd-las a problemas probabilisticos em tempo discreto.

4. Ementa

Espacos de probabilidade e varidveis aleatdrias. Independéncia, integracdo e esperanca. Modos de convergéncia.
Esperanca condicional e teorema de Radon-Nikodym. Filtragdes e processos adaptados. Martingais, submartingais e
supermartingais. Transformadas previsiveis e decomposicio de Doob. Tempos de parada e Teorema da Parada
Opcional. Desigualdades maximais e de cruzamentos. Teoremas de Convergéncia de Doob. Martingais em LP,
integrabilidade uniforme e martingais fechados. Somas de varidveis aleatérias independentes, Lei Forte dos Grandes
Numeros e Teorema das Trés Séries. Fungdes caracteristicas, convergéncia fraca e Teorema Central do Limite.
Martingais exponenciais, variacdo quadritica e desigualdades de Azuma-Hoeffding, McDiarmid e Freedman.
Aplicagdes selecionadas.
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5. Organizacao do conteiido

Unidade Carga Contetido

I. Fundamentos da 12h Espacos de probabilidade; eventos; varidveis aleatérias; independéncia; integragdo e
probabilidade esperanga; Borel-Cantelli; modos de convergéncia e teoremas de passagem ao limite.
I1. Esperanca condicional 6h Radon-Nikodym; defini¢do relativamente a uma sigma-dlgebra; propriedades; regra

da torre; Jensen condicional; proje¢ao em L2; martingais de Doob.

II1. Martingais e tempos de 12h Filtragdes; martingais, submartingais e supermartingais; transformadas previsiveis;

parada decomposicao de Doob; tempos de parada; processo parado; Teorema da Parada
Opcional.

IV. Convergéncia de 9h Desigualdades maximais e de cruzamentos; convergéncia quase certa e em LP;

martingais ortogonalidade de incrementos; integrabilidade uniforme; martingais fechados.

V. Somas independentes e 9h Diferengas de martingais; Lei Forte dos Grandes Nimeros; Teorema das Trés Séries;

teoremas-limite funcdes caracteristicas; convergéncia fraca; Teorema Central do Limite.

VI. Concentracao via 6h Martingais exponenciais; variagdo quadrética; desigualdades de Azuma-Hoeffding,

martingais McDiarmid e Freedman; exemplos probabilisticos.

VII. Aplicacdes selecionadas 6h Processos de ramificacdo; ruina do jogador; passeios aleatdrios e fungdes
harmonicas; urnas de Pélya; topicos de filtragem, finangas discretas ou aproximacao
estocdstica.

6. Metodologia e avaliacao

As aulas serdo expositivas, com &nfase em defini¢des precisas, exemplos estruturais e demonstragdes completas. Listas
de exercicios acompanharfo cada unidade e integrardo a avaliagdo. Ao término da terceira unidade, correspondendo
aproximadamente a metade da carga hordria, serd realizada uma prova escrita individual, abrangendo fundamentos de
probabilidade, esperanca condicional e a teoria inicial de martingais. A avaliacdo serd completada por um trabalho
escrito ou semindrio final sobre um resultado complementar, uma aplicacio ou um desenvolvimento tedrico
relacionado ao curso. Ilustragdes computacionais poderdo ser usadas de forma pontual, sempre subordinadas ao
desenvolvimento matematico.

7. Exemplos e aplicacoes

Os exemplos serdo escolhidos prioritariamente por sua fun¢do matemadtica: processo de Galton-Watson e probabilidade
de extingdo; ruina do jogador e tempos de chegada; passeios aleatérios e func¢des harmdnicas; urnas de Pdlya;
atualizacdo bayesiana e martingais de Doob. Conforme o andamento da turma, serdo incluidos tépicos de filtragem,
finangas em tempo discreto ou aproximacao estocdstica.

8. Bibliografia

1. WILLIAMS, D. Probability with Martingales. Cambridge: Cambridge University Press, 1991. Texto principal.

2. DURRETT, R. Probability: Theory and Examples. 5. ed. Cambridge: Cambridge University Press, 2019.

3. SCHILLING, R. L. Measures, Integrals and Martingales. 2. ed. Cambridge: Cambridge University Press, 2017.

4. GRIMMETT, G.; STIRZAKER, D. Probability and Random Processes. 4. ed. Oxford: Oxford University Press, 2020.
5. BOUCHERON, S.; LUGOSI, G.; MASSART, P. Concentration Inequalities. Oxford: Oxford University Press, 2013.

Observacio de escopo. O curso concentra-se em martingais em tempo discreto. Movimento browniano, célculo de Itd e
equagdes diferenciais estocdsticas ndo integram a ementa; poderdo ser mencionados apenas como indicacgio de
continuidade natural da formacgao.
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